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�U�P���U�I�F���D�P�N�Q�B�S�J�T�P�O���P�G���U�X�P���W�B�M�V�F�T��aD �B�O�E�� !aD ���P�S�� aX �B�O�E�� aD ����B�O�E���B���W�B�M�V�F���P�G���B�O���J�O�E�F�Y��

�P�G���C�F�B�D�I�I�F�B�E���D�P�T�U���k ����G�P�S���F�B�D�I���Q�B�U�U�F�S�O�T���J�T���D�B�M�D�V�M�B�U�F�E�����*�O���T�F�D����������D�P�O�D�M�V�E�J�O�H��

�S�F�N�B�S�L�T����*���D�P�N�Q�B�S�F���U�I�F���D�B�T�F���P�G���U�I�J�T���Q�B�Q�F�S���U�I�B�U���J�O���T�N�B�M�M���D�P�V�O�U�S�Z����O�P���p�S�N�T���F�N�F�S�H�F��

�X�I�F�O���C�F�B�D�I�I�F�B�E���D�P�T�U���J�T���W�B�M�V�F�E���J�O���U�I�F���N�J�E�E�M�F���S�B�O�H�F���X�J�U�I���U�I�F���T�J�N�J�M�B�S���S�F�T�V�M�U�T���U�I�B�U��

�J�O���B���U�S�B�E�J�U�J�P�O�B�M���U�S�B�E�F���N�P�E�F�M����X�I�J�D�I���B�S�F���P�C�U�B�J�O�F�E���J�O���.�J�[�V�U�B���	���������
����

�������.�P�E�F�M

�5�X�P���U�Z�Q�F�T���P�G���H�P�P�E�T����N�B�O�V�G�B�D�U�V�S�F�E���H�P�P�E�T���B�O�E���P�O�M�Z���B���T�J�O�H�M�F���B�H�S�J�D�V�M�U�V�S�B�M���Q�S�P�E�V�D�U���

�B�S�F���U�S�B�E�F�E���C�F�U�X�F�F�O���M�B�S�H�F�S���I�P�N�F���B�O�E���T�N�B�M�M�F�S���G�P�S�F�J�H�O���D�P�V�O�U�S�J�F�T����X�J�U�I���I�P�N�F���T�D�B�M�F��

L �M�B�S�H�F�S���U�I�B�O���U�I�B�U���P�G���G�P�S�F�J�H�O��� L > !L �����'�P�S���U�I�F���B�H�S�J�D�V�M�U�V�S�B�M���Q�S�P�E�V�D�U����B�O�Z���U�S�B�E�J�O�H��

�D�P�T�U�T���B�S�F���O�P�U���C�V�S�E�F�O�F�E����X�I�J�M�F���G�P�S���N�B�O�V�G�B�D�U�V�S�F�E���H�P�P�E�T���P�S���T�J�N�Q�M�Z���H�P�P�E�T����J�U�T��

�Q�S�P�E�V�D�F�S�T���I�B�W�F���U�P���Q�B�Z���p�Y�F�E���F�Y�Q�P�S�U���D�P�T�U���P�S���C�F�B�D�I�I�F�B�E���D�P�T�U����X�I�F�O���U�I�F�Z���F�Y�Q�P�S�U��

�U�I�F�J�S���H�P�P�E�T��

�� �1�F�P�Q�M�F���J�O���D�P�V�O�U�S�J�F�T���I�B�W�F���U�I�F���V�U�J�M�J�U�Z���P�G��U = ( c(z)!

0

b

" dz)sY 1#s ���G�S�P�N���U�I�F�J�S��

�D�P�O�T�V�N�Q�U�J�P�O���P�G�����F�B�D�I���H�P�P�E�T���C�Z���U�I�F���B�N�P�V�O�U���P�G��c(z) ����B�O�E���P�G���B�H�S�J�D�V�M�U�V�S�B�M���Q�S�P�E�V�D�U��

�C�Z���U�I�F���B�N�P�V�O�U���P�G��Y ����T�P���U�I�B�U���T�I�B�S�F�T���P�G���J�O�D�P�N�F���T�Q�F�O�U���P�O���H�P�P�E�T���B�O�E���B�H�S�J�D�V�M�U�V�S�B�M��

�Q�S�P�E�V�D�U���B�S�F��s �B�O�E��1 ! s ����S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�M�Z��

��



�� �&�B�D�I���N�B�O�V�G�B�D�U�V�S�F�S����P�S���p�S�N����E�S�B�X�T���B�O���J�O�E�F�Y���P�G���p�Y�F�E���D�P�T�U��a �J�O���B���M�P�U�U�F�S�Z���J�O��

�B�E�W�B�O�D�F���P�G���U�I�F�J�S���F�O�U�S�Z���J�O�U�P���N�B�S�L�F�U����P�S���T�U�B�S�U���P�G���P�Q�F�S�B�U�J�P�O�����*�U�T���P�V�U�D�P�N�F�T���S�B�O�H�F��

�G�S�P�N��0 �U�P��+! �����'�J�S�N�T���U�I�B�U���I�B�E���E�S�B�X�O���B���M�B�S�H�F���W�B�M�V�F���P�G���U�I�F���J�O�E�F�Y���P�G���p�Y�F�E���D�P�T�U��a �B�S�F��

�p�O�E�J�O�H���J�U�T���P�Q�F�S�B�U�J�P�O���T�U�B�S�U���V�O�Q�S�P�p�U�B�C�M�F����T�P���U�I�B�U���B�D�U�V�B�M�M�Z���O�P���N�P�S�F���U�I�B�O���p�S�N�T���X�J�U�I��

0 �U�P��aD �G�P�S���I�P�N�F���D�P�V�O�U�S�Z����B�O�E��0 �U�P�� !aD �G�P�S���G�P�S�F�J�H�O���P�O�F����F�O�H�B�H�F���J�O���Q�S�P�E�V�D�J�O�H��

�H�P�P�E�T�����5�I�F���O�V�N�C�F�S���P�G���p�S�N�T���X�I�J�D�I���B�D�U�V�B�M�M�Z���P�Q�F�S�B�U�F���J�O���F�B�D�I���D�P�V�O�U�S�Z���B�S�F���X�S�J�U�U�F�O��

n �B�O�E�� !n ����G�P�S���I�P�N�F���B�O�E���G�P�S�F�J�H�O���D�P�V�O�U�S�Z���S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�M�Z�����6�Q�P�O���F�Y�Q�P�S�U����F�B�D�I���p�S�N�T��

�G�B�D�F�T���C�F�B�D�I�I�F�B�E���D�P�T�U���B�T�T�V�N�F�E���Q�S�P�Q�P�S�U�J�P�O�B�M���U�P���J�U�T���p�Y�F�E���D�P�T�U����U�I�B�U���J�T����U�P���C�F��ka �G�P�S��

�p�S�N�T���X�J�U�I���J�U�T���p�Y�F�E���D�P�T�U��a ����T�P���U�I�B�U���G�V�S�U�I�F�S���T�N�B�M�M�F�S���Q�B�S�U�T���P�G���U�I�F���p�S�N�T���X�I�J�D�I��

�F�O�H�B�H�F���J�O���Q�S�P�E�V�D�U�J�P�O���O�P�U�J�D�F���U�I�B�U���F�Y�Q�P�S�U���J�T���Q�S�P�p�U�B�C�M�F����B�O�E���C�F�H�J�O���F�Y�Q�P�S�U�J�O�H�����5�I�F��

�E�F�O�T�J�U�Z���P�G��a �B�O�E���U�I�F���D�V�N�V�M�B�U�J�W�F���E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O���B�U��a �B�S�F���X�S�J�U�U�F�O��g(a) �B�O�E��G(a) ��

���� �0�O�F���V�O�J�U���P�G���B�H�S�J�D�V�M�U�V�S�B�M���Q�S�P�E�V�D�U���J�T���E�F�p�O�F�E���B�T���B���O�V�N�F�S�B�J�S�F����X�J�U�I���F�B�D�I���V�O�J�U��

�Q�S�J�D�F�E���B�U���������'�P�S���F�B�D�I���p�S�N���Q�S�P�E�V�D�J�O�H���H�P�P�E�T����J�U�T���N�B�S�H�J�O�B�M���D�P�T�U���J�T��������B�O�E���J�U�T���C�V�S�E�F�O��

�G�S�P�N���Q�S�P�E�V�D�U�J�P�O���D�P�N�Q�S�J�T�F�T���G�S�P�N���p�Y�F�E���B�O�E���W�B�S�J�B�C�M�F���D�P�T�U�T�����'�J�S�N�T���B�S�F���V�O�E�F�S��

�N�P�O�P�Q�P�M�J�T�U�J�D���D�P�N�Q�F�U�J�U�J�P�O����X�J�U�I���B�M�M���p�S�N�T���Q�S�J�D�J�O�H���U�I�F�J�S���H�P�P�E�T���B�U��p = 1/ ρ ����

�� �*�O���U�I�F���T�V�C�T�F�R�V�F�O�U���T�F�D�U�J�P�O�T���X�I�J�D�I���G�P�M�M�P�X����*���X�J�M�M���F�Y�Q�M�B�J�O���U�I�F���S�F�M�B�U�J�P�O���C�F�U�X�F�F�O��

�T�Q�F�D�J�B�M�J�T�B�U�J�P�O���Q�B�U�U�F�S�O�T����J�O���U�I�F���T�F�O�T�F���P�G���X�I�F�U�I�F�S���B�M�M���p�S�N�T���F�O�H�B�H�F���J�O���F�Y�Q�P�S�U���P�S���O�P�U���

�B�O�E���C�F�B�D�I�I�F�B�E���D�P�T�U�����"�O�E���U�I�F���M�B�U�U�F�S���D�P�V�M�E���C�F���D�P�O�T�J�E�F�S�F�E���U�P���C�F���M�P�X�F�S�F�E���U�I�S�P�V�H�I��

�J�O�U�F�S�O�B�U�J�P�O�B�M���B�H�S�F�F�N�F�O�U�T���P�S���J�N�Q�S�P�W�F�N�F�O�U�T���P�G���U�S�B�O�T�Q�P�S�U�J�O�H���U�F�D�I�O�P�M�P�H�J�F�T����

��

�������4�Q�F�D�J�B�M�J�T�B�U�J�P�O

��



�0�O���D�P�O�T�J�E�F�S�J�O�H���X�I�F�U�I�F�S���U�P���F�Y�Q�P�S�U���P�S���O�P�U���U�P���F�Y�Q�P�S�U����F�B�D�I���p�S�N�T���I�B�T���U�P���U�B�L�F��

�C�F�B�D�I�I�F�B�E���D�P�T�U�T����T�V�D�I���B�T���C�V�J�M�E�J�O�H���B���E�J�T�U�S�J�C�V�U�J�P�O���D�F�O�U�S�F���P�W�F�S�T�F�B�T����J�O�U�P��

�D�P�O�T�J�E�F�S�B�U�J�P�O�����*�U���J�T���B���I�V�S�E�M�F���G�P�S���p�S�N�T���O�F�F�E�J�O�H���U�P���P�Q�F�S�B�U�F���B�C�S�P�B�E�����5�I�P�T�F�����p�S�N�T��

�X�I�J�D�I���P�W�F�S�D�P�N�F���U�I�F���I�V�S�E�M�F���B�S�F���U�I�F���P�O�M�Z���P�O�F�T���B�C�M�F���U�P���F�O�H�B�H�F���J�O���F�Y�Q�P�S�U�����.�F�M�J�U�[

�	���������
���J�O�U�S�P�E�V�D�F�E���C�F�B�D�I�I�F�B�E���D�P�T�U�T���U�P���E�F�N�P�O�T�U�S�B�U�F���U�I�F���Q�I�F�O�P�N�F�O�P�O���U�I�B�U���P�O�M�Z��

�T�P�N�F���p�S�N�T���F�O�H�B�H�F���J�O���U�S�B�E�F����B�O�E���T�J�O�D�F���U�I�F�O����P�O�M�Z���U�I�J�T���D�B�T�F���I�B�T���C�F�F�O���E�F�B�M�U���X�J�U�I���J�O��

�I�F�U�F�S�P�H�F�O�F�P�V�T���p�S�N�T�`���M�J�U�F�S�B�U�V�S�F�����#�V�U����B�T���T�I�P�X�O���J�O���U�I�J�T���Q�B�Q�F�S����X�I�F�O���C�F�B�D�I�I�F�B�E��

�D�P�T�U���J�T���M�P�X����U�S�B�E�J�U�J�P�O�B�M���B�T�T�V�N�Q�U�J�P�O���U�I�B�U���B�M�M���p�S�N�T���F�O�H�B�H�F���J�O���F�Y�Q�P�S�U���J�O�T�U�F�B�E��

�B�Q�Q�F�B�S�T���B�H�B�J�O��

�� �'�V�S�U�I�F�S�N�P�S�F����J�G���U�I�F���I�P�N�F���D�P�V�O�U�S�Z���J�T���M�B�S�H�F�S���U�I�F���G�P�S�F�J�H�O���D�P�V�O�U�S�Z����U�I�F���G�P�S�F�J�H�O��

�D�P�V�O�U�S�Z���J�T���N�P�S�F���B�U�U�S�B�D�U�J�W�F���U�P���p�S�N�T���G�S�P�N���U�I�F���Q�P�J�O�U���P�G���F�Y�Q�P�S�U�����4�P����U�I�F���p�S�T�U���D�P�V�O�U�S�Z��

�X�I�F�S�F���B�M�M���p�S�N�T���T�U�B�S�U���U�P���F�Y�Q�P�S�U���B�T���C�F�B�D�I�I�F�B�E���D�P�T�U���E�F�D�S�F�B�T�F�T���T�F�F�N���U�P���C�F���G�P�S�F�J�H�O��

�D�P�V�O�U�S�Z�����#�V�U����U�I�F���T�U�P�S�Z���J�T���O�P�U���T�P���T�J�N�Q�M�F�����p�S�N�T���H�P���P�V�U���P�G���C�V�T�J�O�F�T�T���J�O���U�I�J�T���D�B�T�F��

�G�S�P�N���U�I�F���G�P�S�F�J�H�O���D�P�V�O�U�S�Z�����*�O���U�I�F���G�P�M�M�P�X�J�O�H���T�F�D�U�J�P�O�T����*���F�Y�Q�M�B�J�O���U�I�F�T�F���U�I�S�F�F���D�B�T�F�T���J�O��

�P�S�E�F�S��

�����B�����5�I�F���D�B�T�F���P�G��aX < aD �B�O�E�� aX < aD

���*�O���U�I�J�T���T�V�C�T�F�D�U�J�P�O����*���X�J�M�M���F�Y�Q�M�B�J�O���U�I�F���D�B�T�F���U�I�B�U���J�O���C�P�U�I���D�P�V�O�U�S�J�F�T���P�O�M�Z���T�P�N�F���p�S�N�T��

�F�O�H�B�H�F���J�O���Q�S�P�E�V�D�U�J�P�O����F�Y�Q�P�S�U���aX < aD �B�O�E�� aX < aD �����/�F�U���Q�S�P�p�U���G�S�P�N���F�Y�Q�P�S�U����P�G���F�B�D�I��

�I�P�N�F���p�S�N����J�T���X�S�J�U�U�F�O���B�T�� (1 ! " )sL / (nG(aX ) /G(aD )+ n) ! ka ����X�I�F�S�F��nG(aX ) / G(aD ) ���J�T���U�I�F��

�O�V�N�C�F�S���P�G���I�P�N�F���p�S�N�T���F�Y�Q�P�S�U�J�O�H���U�I�F�J�S���H�P�P�E�T���U�P���B���G�P�S�F�J�H�O���D�P�V�O�U�S�Z�����4�P����X�I�F�O��k ���J�T��

�I�J�H�I����T�P�N�F���p�S�N�T���X�J�U�I���I�J�H�I�F�S���p�Y�F�E���D�P�T�U���D�B�O�O�P�U���P�C�U�B�J�O���B�O�Z���Q�S�P�p�U�T���G�S�P�N���F�Y�Q�P�S�U����T�P��

�U�I�B�U���U�I�F�Z���T�Q�F�D�J�B�M�J�T�F���P�O�M�Z���J�O���T�F�M�M�J�O�H���J�O���J�U�T���E�P�N�F�T�U�J�D���N�B�S�L�F�U�����5�I�F���T�B�N�F���B�Q�Q�M�J�F�T���U�P��

��



�G�P�S�F�J�H�O���p�S�N�T�����4�P����X�I�F�O��k �J�T���I�J�H�I����U�I�F���D�B�T�F���T�J�N�J�M�B�S���U�P���U�I�B�U���U�S�F�B�U�F�E���C�Z���.�F�M�J�U�[��

�	���������
���F�N�F�S�H�F�T����

�� �;�F�S�P���Q�S�P�p�U���D�P�O�E�J�U�J�P�O�T���P�G���I�P�N�F���B�O�E���G�P�S�F�J�H�O���p�S�N�T���J�O���U�X�P���D�P�V�O�U�S�J�F�T�����N�B�S�L�F�U�T��

�B�S�F���X�S�J�U�U�F�O���B�T��

 

(1! " )s !L
nG(aX ) /G(aD )+ !n

= kaX = !aD �����
 

(1 ! " )sL
n +G( !aX ) /G( !aD ) !n

= aD = k !aX ���� �� �	���


�'�S�P�N���&�R�T���	���
���B�O�E��aX < aD �B�O�E�� aX < aD ����U�I�F���G�P�M�M�P�X�J�O�H���J�O�F�R�V�B�M�J�U�J�F�T���G�P�M�M�P�X��

 !aD / k = aX < aD = k!aX < k!aD ���k >1 �������� �� �� �� �� �� �	���


�*�O���U�I�J�T���T�F�D�U�J�P�O����*���B�N���P�O�M�Z���E�F�B�M�J�O�H���X�J�U�I��k �M�B�S�H�F�S���U�I�B�O��������

�� �'�J�S�N�T���E�S�B�X���B�O���J�O�E�F�Y���P�G���p�Y�F�E���D�P�T�U��a �J�O���B���M�P�U�U�F�S�Z�����4�P���U�I�B�U����J�G���B�O�Z���p�S�N�T���F�O�U�F�S�T��

�J�O�U�P���U�I�F���N�B�S�L�F�U����G�S�F�F���F�O�U�S�Z���D�P�O�E�J�U�J�P�O�T���I�B�W�F���U�P���C�F���T�B�U�J�T�p�F�E���G�P�S���B�M�M���p�S�N�T���J�O���C�P�U�I��

�D�P�V�O�U�S�J�F�T���

fE = !
0

aD

" (a)da + ! X0

aX

" (a)g(a)da

= G
0

aD

" (a)da + k G
0

aX

" (a)da

=Q(aX ,aD;k)

������	���B�
���� ���������������������������������������������������������������������������������	���C�
������������������

������������������������������������������������������
������������������������������������������������������������������������������������������������������

�"�O�E����J�G���G�S�F�F���F�O�U�S�Z���D�P�O�E�J�U�J�P�O�T���C�F�D�P�N�F���V�O�C�J�O�E�J�O�H���J�U���J�T���F�Y�Q�F�D�U�F�E���U�I�B�U���Q�S�P�p�U���X�J�M�M��

�C�F�D�P�N�F���T�N�B�M�M�F�S���U�I�B�O���U�I�F���F�O�U�S�Z���D�P�T�U����J�G���O�P���p�S�N�T���J�O���F�J�U�I�F�S���D�P�V�O�U�S�Z���X�P�V�M�E���F�O�U�F�S��

�J�O�U�P���U�I�F���N�B�S�L�F�U��

�� �*�O���U�I�J�T���T�F�D�U�J�P�O����*���F�Y�Q�M�B�J�O���D�B�T�F�T���J���
�� n > 0 and !n > 0 �B�O�E���J�J�
�� n > 0 and !n = 0 ���B�O�E��

�U�I�J�S�E�M�Z���U�I�B�U���J�J�J�
���U�I�F�S�F���J�T���O�P���D�B�T�F���P�G�� n = 0 and !n > 0 ��

�������B���J���� n > 0 and !n > 0

��

 

fE = G
0

!aD

! ( !a)d !a + k G
0

!aX

! ( !a)d !a

=Q( !aX , !aD;k)



�� ���6�T�J�O�H���&�R���	���
����B�T���&�R���	���
�����B�S�F���T�Z�N�N�F�U�S�J�D���J�O��aX �B�O�E�� !aX �P�S��aD �B�O�E�� !aD �

� � � � � � � � aD = !aD = kaX = k!aX ���� �� �� �� �� �	���


�I�P�M�E�T�������"�O�E����&�R�T�����	���B�
���B�O�E���	���C�
������B�S�F���X�S�J�U�U�F�O���U�P���C�F��Q(aX,kaX;k) = fE ����X�J�U�I��aX �B�O�E��aD

�E�F�D�S�F�B�T�J�O�H���B�O�E���J�O�D�S�F�B�T�J�O�H����S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�M�Z����B�T��k �J�O�D�S�F�B�T�F�T��

��
daX

dk
= −

aXG(kaX )+ G
0

aX∫ (a)da

kG(kaX )+G(aX )
< 0 �	���B�
���

daD

dk
=

d(kaX )
dk

=
a

0

aX

! dG

G(kaX )+G(aX )
> 0 ���	���C�


�5�I�J�T���J�N�Q�M�J�F�T���U�I�F���O�F�Y�U���Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O���G�P�S���T�P�S�U�J�O�H���P�V�U���X�I�J�D�I���J�T���T�J�N�J�M�B�S���U�P���U�I�B�U���J�O��

�I�F�U�F�S�P�H�F�O�F�P�V�T���p�S�N�T�`���M�J�U�F�S�B�U�V�S�F��

�1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O����

���"�O���J�O�D�S�F�B�T�F���P�G���C�F�B�D�I�I�F�B�E���D�P�T�U���T�P�S�U�T���J�O�F$•�D�J�F�O�U���p�S�N�T���X�J�U�I���I�J�H�I���p�Y�F�E���D�P�T�U������P�V�U��

�P�G���F�Y�Q�P�S�U����B�O�E���M�F�T�T���D�P�N�Q�F�U�J�U�J�P�O���G�S�P�N���J�U���B�M�M�P�X�T���M�F�T�T���F$•�D�J�F�O�U���p�S�N�T���U�P���S�F�N�B�J�O���J�O��

�Q�S�P�E�V�D�U�J�P�O��

�� �0�O���U�I�F���P�U�I�F�S���I�B�O�E����G�S�P�N���&�R���	���
����G�P�S���I�P�N�F���B�O�E���G�P�S�F�J�H�O���O�V�N�C�F�S�T���P�G���p�S�N�T���U�P��

�C�F���Q�P�T�J�U�J�W�F�

� � � � � �
 

k!aXG( !aX )
!aDG( !aD )

<
L
!L

���
 

kaXG(aX )
aDG(aD )

<
L
L

�� �� �� �� �	���


�I�B�W�F���U�P���I�P�M�E�����5�I�J�T���J�T���F�Y�Q�S�F�T�T�F�E���B�T���J�O���U�I�F���O�F�Y�U���Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O�����

�1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O����

��



�5�I�F���S�B�U�J�P���P�G���U�P�U�B�M���F�Y�Q�P�S�U���U�P���E�P�N�F�T�U�J�D���T�B�M�F�T���G�P�S���C�P�U�I���D�P�V�O�U�S�J�F�T����N�V�T�U���C�F���M�F�T�T���U�I�B�O��

�U�I�F���S�B�U�J�P���P�G���U�I�F���T�D�B�M�F���P�G���U�I�F���E�F�T�U�J�O�B�U�J�P�O���D�P�V�O�U�S�Z���G�P�S���F�Y�Q�P�S�U���U�P���U�I�B�U���P�G���B���E�P�N�F�T�U�J�D��

�N�B�S�L�F�U��

��

�� �1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O�������N�F�B�O�T���U�I�B�U���T�N�B�M�M���F�Y�Q�P�S�U���I�B�T���U�P���N�B�L�F���T�P�N�F���S�P�P�N���G�P�S���M�P�D�B�M��

�p�S�N�T���J�O���B���E�F�T�U�J�O�B�U�J�P�O���D�P�V�O�U�S�Z���G�P�S���F�Y�Q�P�S�U����U�P���P�Q�F�S�B�U�F��

�� �'�S�P�N���&�R�T�����	���
��	���
����	���
����B�O�E�� L / !L >1 ����J�O���4�V�C�T�V�C�T�F�D���������B���J����U�I�F���O�F�Y�U���S�F�M�B�U�J�P�O���I�B�T��

�U�P���I�P�M�E������

��  k >1,G(kaX ) /G(aX ) > L / !L ������ �� �� �� �� �� �	���


�'�V�S�U�I�F�S�N�P�S�F���G(kaX ) /G(aX ) ���J�O�D�S�F�B�T�F�T���X�J�U�I��k �B�T��

��
d
dk

G(kaX )
G(aX )

=
kg(kaX )G(aX ) a

0

aX

! dG(a)+G(kaX )g(aX )( G
0

aX

! (a)da+ aXG(kaX ))

kG(aX )2G(kaX )+G(aX )
> 0 ���	���


�"�O�E����B�T��limk! +" G(aD ) / G(aX ) = +" ���B�O�E��limk! +0G(aD ) /G(aX ) = 0 �I�P�M�E����-�F�N�N�B�������I�P�M�E�T��

�-�F�N�N�B����

�5�I�F�S�F���J�T��k* >1 �T�V�D�I���U�I�B�U�� G(k*aX ) / G(aX ) = L / !L �I�P�M�E���B�U��aX �B�O�E��aD �T�B�U�J�T�G�Z�J�O�H���&�R�T�����	���
��

�B�O�E���	���
�����"�O�E����'�P�S���B�O�Z��k ! (k* ," ) ����*�O�F�R�T���	���
���I�P�M�E�����"�O�E����G�P�S���B�O�Z��k < k* ���

 G(kaX ) /G(aX ) < L / !L �I�P�M�E�T����

��

�� ���'�P�S���Q�S�P�P�G�T���P�G��limk! +" G(aD ) /G(aX ) = +" ���B�O�E��limk! +0 G(aD ) /G(aX ) = 0 ����T�F�F���"�Q�Q�F�O�E�J�Y����������



�� �'�V�S�U�I�F�S�N�P�S�F����B�T���U�I�F���S�B�U�J�P���P�G���U�I�F���O�V�N�C�F�S���P�G���p�S�N�T���J�O���I�P�N�F���D�P�V�O�U�S�Z���U�P���U�I�B�U��

�J�O���G�P�S�F�J�H�O���D�P�V�O�U�S�Z���J�T���X�S�J�U�U�F�O���B�T��
 
n / !n = L ! !LG(aX ) /G(aD )( ) !L ! LG(aX ) /G(aD )( ) ���

 

d(n / n)
d(G(aX ) / G(aD ))

!
G(aX ) / G(aD )

n / n
=

L2 " L2

(L " LG(aX ) / G(aD ))(( L " LG(aX ) / G(aD ))
> 0 �

�I�P�M�E�T���G�P�S��k < k* �����6�T�J�O�H���&�R�����	���
����U�I�J�T���F�R�V�B�U�J�P�O���J�N�Q�M�J�F�T���U�I�F���G�P�M�M�P�X�J�O�H���Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O��

�1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O����

�#�F�B�D�I�I�F�B�E���D�P�T�U��k �E�F�D�S�F�B�T�F�T����U�I�F���S�B�U�J�P���P�G���U�I�F���O�V�N�C�F�S���P�G���p�S�N�T���J�O���M�B�S�H�F�S���I�P�N�F��

�D�P�V�O�U�S�Z���U�P���T�N�B�M�M�F�S���G�P�S�F�J�H�O�� n / !n �J�O�D�S�F�B�T�F�T��

�� �5�I�J�T���S�F�M�B�U�J�P�O���P�G���C�F�B�D�I�I�F�B�E���D�P�T�U���B�O�E���U�I�F���S�B�U�J�P���P�G���U�I�F���O�V�N�C�F�S���P�G���p�S�N�T��

�D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�T���U�P���U�I�F���I�P�N�F���N�B�S�L�F�U���F$Ž�F�D�U���J�O���)�F�M�Q�N�B�O���B�O�E���,�S�V�H�N�B�O���	������������Q�Q����

���������������
�����*�O���U�I�F�J�S���N�P�E�F�M����B���E�F�D�S�F�B�T�F���P�G���J�D�F�C�F�S�H���U�S�B�O�T�Q�P�S�U���D�P�T�U���J�O�D�S�F�B�T�F�T���U�I�F����

�S�B�U�J�P���C�F�U�X�F�F�O���U�I�F���O�V�N�C�F�S���P�G���p�S�N�T���J�O���M�B�S�H�F���D�P�V�O�U�S�Z���U�P���U�I�B�U���J�O���T�N�B�M�M���D�P�V�O�U�S�Z������ ��

�5�I�S�P�V�H�I���U�I�J�T���b�I�P�N�F���N�B�S�L�F�U���F$Ž�F�D�U��`���U�I�F���O�V�N�C�F�S���P�G���p�S�N�T���J�O���T�N�B�M�M���D�P�V�O�U�S�Z��

�E�F�D�S�F�B�T�F�T���U�P���[�F�S�P���B�T��k �E�F�D�S�F�B�T�F�T���U�P��k* ��

�����B���J�J���� n > 0 and !n = 0

�8�I�F�O�� !n = 0 ����O�F�Y�U���F�R�V�B�U�J�P�O�T���G�P�M�M�P�X���G�S�P�N���&�R�T���	���
���������

����

�� ���5�I�F���P�S�J�H�J�O�B�M���I�P�N�F���N�B�S�L�F�U���F$Ž�F�D�U���J�T���U�I�F���S�F�M�B�U�J�P�O���C�F�U�X�F�F�O���U�I�F���S�B�U�J�P���P�G���U�I�F���T�D�B�M�F���P�G���U�X�P���D�P�V�O�U�S�J�F�T��

�B�O�E���U�I�F���S�B�U�J�P���P�G���U�I�F���O�V�N�C�F�S�T���P�G���p�S�N�T���J�O���M�B�S�H�F���B�O�E���T�N�B�M�M���D�P�V�O�U�S�J�F�T�����5�I�F�S�F����B���E�F�D�S�F�B�T�F���P�G���J�D�F�C�F�S�H��

�U�Z�Q�F���U�S�B�O�T�Q�P�S�U���D�P�T�U���J�O�D�S�F�B�T�F�T���U�I�F���S�B�U�J�P���P�G���U�I�F���O�V�N�C�F�S���P�G���p�S�N�T���J�O���B���M�B�S�H�F���D�P�V�O�U�S�Z���U�P���U�I�B�U���J�O���B��

�T�N�B�M�M���D�P�V�O�U�S�Z����



��
 

(1− ρ)s !L
nG(aX ) /G(aD )

= kaX = !aD �����
 

(1! " )sL
n

= k!aX = aD ����� �� �� �	���


� � � �
 

G(aD )
G(aX )

aD

aX

= k
L
!L

���� �� �� �� �� �� �� �	�����


�0�O���U�I�F���P�U�I�F�S���I�B�O�E����V�T�J�O�H���&�R�T�����	���
����&�R�T�����	���
���B�S�F���N�P�E�J�p�F�E���J�O�U�P

� � � �Q(aX ,aD ,k) = fE ���	�����B�
���Q(aD / k,kaX ,k) = fE �	�����C�
����

�5�I�F���T�M�P�Q�F���P�G���&�R���	�����B�
���J�T���T�N�B�M�M�F�S���U�I�B�O���U�I�B�U���P�G���&�R���	�����C�
���B�T

� � � �−daD / daX of (11a) = kG(aX ) / G(aD ) < kG(kaX ) / G(aD / k) = −daD / daX of(11b) ���� �	�����


�"�O�E����M�J�O�F��aD = kaX �Q�B�T�T�F�T���U�I�S�P�V�H�I���U�I�F���Q�P�J�O�U���P�G���J�O�U�F�S�T�F�D�U�J�P�O���P�G���&�R�����	�����
�������"�U���B�O�Z��aX ���

�U�I�F�S�F���J�T���B���S�F�M�B�U�J�P�O���J�O���U�I�F���O�F�Y�U���M�F�N�N�B������C�F�U�X�F�F�O��aD ���T�B�U�J�T�G�Z�J�O�H��aD = kaX �B�O�E���U�I�B�U��

�T�B�U�J�T�G�Z�J�O�H���&�R�����	�����
��

�-�F�N�N�B����

aD ���T�B�U�J�T�G�Z�J�O�H��aD = kaX �J�T���T�N�B�M�M�F�S���	�M�B�S�H�F�S�
���U�I�B�O���U�I�B�U���T�B�U�J�T�G�Z�J�O�H���&�R�����	�����
����X�I�F�O��k ���J�T��

�T�N�B�M�M�F�S���	�M�B�S�H�F�S�
���U�I�B�O��k*

�� �5�I�J�T���J�T���T�I�P�X�O���U�P���I�P�M�E���J�O���U�I�F���G�P�M�M�P�X�J�O�H���X�B�Z�����1�M�V�H�H�J�O�H��aD = kaX �J�O�U�P��

G(aD )aD /G(aX )aX ���kG(kaX ) / G(aX ) �J�T���P�C�U�B�J�O�F�E�����"�O�E����J�G���J�U���J�T���T�N�B�M�M�F�S���U�I�B�O�� kL / !L ���aD

����

�� ���8�I�F�O�� !n = 0 �I�P�M�E�T����&�R�T�����	�����
���B�S�F���O�P�U���F�R�V�B�U�J�P�O�T���X�I�J�D�I���E�F�U�F�S�N�J�O�F���S�F�M�F�W�B�O�U��aX ���B�O�E��aD �B�T���&�R���	���C�
���J�T��

�V�O�C�J�O�E�J�O�H��



�X�I�J�D�I���T�B�U�J�T�p�F�T���&�R���	�����
���J�T���M�B�S�H�F�S���U�I�B�O��aD = kaX �B�U���B�O�Z���H�J�W�F�O��aX ���B�O�E����

 G(kaX ) / G(aX ) < L / !L �I�P�M�E�T�����4�V�Q�Q�P�T�F���U�I�B�U��aX �J�T���U�I�B�U���B�U���U�I�F���J�O�U�F�S�T�F�D�U�J�P�O���Q�P�J�O�U���P�G���&�R�T����

�	�����
����U�I�F�O���U�I�J�T���I�P�M�E�T���X�I�F�O��k < k* ��

�� �'�S�P�N���U�I�F���B�C�P�W�F���S�F�T�V�M�U�T����'�J�H�V�S�F�������J�T���E�S�B�X�O����X�I�F�S�F���G�P�S�F�J�H�O���p�S�N�T�`���F�Y�Q�F�D�U�F�E��

�Q�S�P�p�U���B�U�U�B�J�O�T���U�I�F���M�F�W�F�M���P�G���U�I�F�J�S���F�O�U�S�Z���D�P�T�U���B�U���U�I�F���Q�P�J�O�U���'����C�V�U���B�D�U�V�B�M�M�Z���aX �B�O�E��aD

�B�S�F���E�F�U�F�S�N�J�O�F�E���B�U���U�I�F���Q�P�J�O�U���&����X�I�F�S�F���G�P�S�F�J�H�O���F�Y�Q�F�D�U�F�E���Q�S�P�p�U���J�T���M�F�T�T���U�I�B�O���F�O�U�S�Z��

�D�P�T�U����T�P���U�I�B�U���p�S�N�T���H�P���P�V�U���P�G���C�V�T�J�O�F�T�T���J�O���B���G�P�S�F�J�H�O���D�P�V�O�U�S�Z��

�� �'�V�S�U�I�F�S�N�P�S�F����G�S�P�N���-�F�N�N�B��������O�F�Y�U���-�F�N�N�B�������I�P�M�E�T��

�-�F�N�N�B����

�"���W�B�M�V�F���P�G��G(aD ) / G(aX ) ���B�U��aD �B�O�E��aX �T�B�U�J�T�G�Z�J�O�H���&�R�T�����	���
���B�O�E���	���
���J�T���T�N�B�M�M�F�S���	�M�B�S�H�F�S�
��

�U�I�B�O���U�I�B�U���B�U��aD �B�O�E��aX �T�B�U�J�T�G�Z�J�O�H���&�R�T�����	���B�
���B�O�E���	�����
����X�I�F�O��k ���J�T���T�N�B�M�M�F�S���	�M�B�S�H�F�S�
��

�U�I�B�O��k* ��

��

�����B���J�J�J���� n = 0 and !n > 0

�*�O���U�I�J�T���T�V�C�T�V�C�T�F�O�D�U�J�P�O����*���T�I�P�X���U�I�B�U��n = 0 �B�O�E�� !n > 0 �E�P�F�T���O�P�U���P�D�D�V�S��

�4�V�C�T�U�J�U�V�U�J�O�H��n = 0 �J�O�U�P���&�R�����	���
����[�F�S�P���Q�S�P�p�U���D�P�O�E�J�U�J�P�O�T���B�S�F���X�S�J�U�U�F�O���B�T���G�P�M�M�P�X�T��

� � � �
 

(1 ! " )s !L
!n

= kaX = !aD ���
 

(1− ρ)sL
G( !aX ) / G( !aD ) !n

= aD = k!aX ������ �	�����


����



�"�U���U�I�F���J�O�U�F�S�T�F�D�U�J�P�O���Q�P�J�O�U���P�G���&�R�T�����	���
����&�R�T�����	���
���I�P�M�E�T�����#�V�U����P�O���U�I�F���P�U�I�F�S���I�B�O�E����X�J�U�I��

�&�R�����	�����
����&�R�T�����	���
���B�S�F���N�P�E�J�p�F�E���J�O�U�P

��
 

G(a)da
0

kaX

! + k G(a)da
0

aD /k

! = fE �	�����B�
���
 

G(a)da
0

!aD∫ + k G(a)da
0

!aX∫ = fE ���	�����C�


�"�T��k >1 �I�P�M�E�T���G�S�P�N���&�R�T�����	�����
���aX < aD �B�O�E�� !aX < !aD ����U�I�F���T�M�P�Q�F���P�G���&�R�����	�����B�
���J�T���T�U�F�F�Q�F�S��

�U�I�B�O���U�I�B�U���P�G���&�R�����	�����C�
����B�U���U�I�F�J�S���J�O�U�F�S�T�F�D�U�J�P�O���Q�P�J�O�U�

 
! d!aD / d!aX of (14a) = kG(k!aX ) / G( !aD / k) > kG( !aX ) / G( !aD ) = ! d!aD / d!aX of(14b) ���� �	�����


�0�O���P�U�I�F�S���I�B�O�E����G�S�P�N���&�R���	�����
����U�I�F���O�F�Y�U���F�R�V�B�U�J�P�O���G�P�M�M�P�X�T�

� � � � � � � �
 

L
!L
G( !aD )
G( !aX )

!aD
!aX

= k ������ �� �� �� �� �	�����


�$�P�N�Q�B�S�J�O�H���U�I�F���W�B�M�V�F���P�G�� aD �J�O�� aD = kaX �B�O�E���U�I�B�U���P�G���&�R�����	�����
���B�U���U�I�F���W�B�M�V�F���P�G�� !aX �B�U���U�I�F��

�J�O�U�F�S�T�F�D�U�J�P�O���P�G���&�R�T�����	�����
������U�I�F���G�P�S�N�F�S���J�T���M�B�S�H�F�S���U�I�B�O���U�I�F���M�B�U�U�F�S���J�G���U�I�F���O�F�Y�U��

�J�O�F�R�V�B�M�J�U�Z���I�P�M�E�T��

� � � � � � � �
 

!L
L

<
G(k!aX )
G( !aX )

���� �� �� �� �� �� �	�����


�"�T�� L < L ����*�O�F�R���	�����
���B�M�X�B�Z�T���I�P�M�E�T���B�T��k >1 �����4�P��� !aD �P�G���&�R�����	�����
���J�T���T�N�B�M�M�F�S���U�I�B�O���U�I�B�U���P�G��

 !aD = k !aX ���B�U���U�I�F�� !aX �P�G���U�I�F���J�O�U�F�S�T�F�D�U�J�P�O���Q�P�J�O�U���P�G���&�R�T�����	�����
�����4�F�F���'�J�H�V�S�F���������5�I�F��

�J�O�U�F�S�T�F�D�U�J�P�O���Q�P�J�O�U���P�G���D�V�S�W�F�T���P�G���&�R���	�����
���B�O�E���&�R���	�����C�
����1�P�J�O�U���+����X�I�J�D�I���E�F�U�F�S�N�J�O�F�T��

�S�F�M�F�W�B�O�U�� !aX �B�O�E�� !aD ���J�T���J�O���U�I�F���P�V�U�T�J�E�F���P�G���1�P�J�O�U���)����X�I�J�D�I���J�T���U�I�F���J�O�U�F�S�T�F�D�U�J�P�O���Q�P�J�O�U���P�G��

�&�R�����	�����B�
���B�O�E���&�R�����	�����
�����5�I�J�T���N�F�B�O�T���U�I�B�U���F�Y�Q�F�D�U�F�E���Q�S�P�p�U���P�G���I�P�N�F���p�S�N�T���J�T���M�B�S�H�F�S��

����



�U�I�B�O���F�O�U�S�Z���D�P�T�U����T�P���U�I�B�U���U�I�J�T���D�B�T�F���J�T���O�P�U���D�P�O�T�J�T�U�F�O�U���X�J�U�I���U�I�F���Q�S�F�D�P�O�E�J�U�J�P�O���P�G���U�I�J�T��

�T�V�C�T�V�C�T�F�D�U�J�P�O���n = 0 �����5�I�V�T����U�I�F���D�B�T�F���J�O���U�I�J�T���T�V�C�T�V�C�T�F�D�U�J�P�O���J�T���O�P�U���Q�P�T�T�J�C�M�F��

�������C�����5�I�F���D�B�T�F���P�G��aD < aX �B�O�E�� !aD < !aX

�*�O���I�F�U�F�S�P�H�F�O�F�P�V�T���p�S�N�T�`���M�J�U�F�S�B�U�V�S�F����J�O���C�P�U�I���D�P�V�O�U�S�J�F�T����U�I�F�S�F���B�S�F���T�P�N�F���p�S�N�T���X�I�J�D�I��

�B�S�F���O�P�U���F�O�H�B�H�F���J�O���U�S�B�E�F����U�I�B�U���J�T���P�O�M�Z���U�I�F���D�B�T�F���P�G�������B���J�T���D�P�O�T�J�E�F�S�F�E�����8�I�F�O��

�C�F�B�D�I�I�F�B�E���D�P�T�U���J�T���M�P�X����U�S�B�E�J�U�J�P�O�B�M���B�T�T�V�N�Q�U�J�P�O���U�I�B�U���B�M�M���p�S�N�T���F�O�H�B�H�F���J�O���F�Y�Q�P�S�U���B�T��

�T�F�F�O���J�O���,�S�V�H�N�B�O���	���������
����I�P�M�E�����*�O���U�I�J�T���T�V�C�T�F�D�U�J�P�O����*���E�F�B�M���X�J�U�I���U�I�J�T���D�B�T�F����

�� �5�I�J�T���D�B�T�F���J�T���X�I�F�O��aD < aX �B�O�E�� !aD < !aX �����'�J�S�N�T���X�J�U�I���B�O���J�O�E�F�Y���P�G���p�Y�F�E���D�P�T�U��aX ��

�P�S�� !aX �B�S�F���U�I�P�T�F���X�J�U�I���[�F�S�P���Q�S�P�p�U���G�S�P�N���F�Y�Q�P�S�U����C�V�U���U�I�F�Z���E�P���O�P�U���Q�S�P�E�V�D�F���B�U���B�M�M����T�P��

�U�I�B�U���U�I�F�Z���D�B�O�O�P�U���F�O�H�B�H�F���J�O���F�Y�Q�P�S�U���B�U���B�M�M����J�N�Q�M�Z�J�O�H��aX �B�O�E�� !aX �p�S�N�T���B�S�F���N�F�S�F�M�Z��

�J�N�B�H�J�O�B�S�Z���p�S�N�T�����5�I�J�T���J�T���T�J�N�Q�M�F���C�V�U���T�P�N�F�U�J�N�F�T���N�J�H�I�U���C�F���E�J$•�D�V�M�U���U�P���V�O�E�F�S�T�U�B�O�E����

�H�P�P�E�T���O�P�U���Q�S�P�E�V�D�F�E���D�B�O�O�P�U���C�F���F�Y�Q�P�S�U�F�E��

�� �&�B�D�I���I�P�N�F���p�S�N�T���X�J�U�I��a ���P�C�U�B�J�O�T���J�U�T���O�F�U���Q�S�P�p�U���P�G�� (1! " )sL / (n+ n) ! ka ���G�S�P�N��

�J�U�T���F�Y�Q�P�S�U����B�O�E�� (1 ! " )sL / (n+ !n) ! a �G�S�P�N���J�U�T���E�P�N�F�T�U�J�D���T�B�M�F�T�����;�F�S�P���Q�S�P�p�U���D�P�O�E�J�U�J�P�O�T��

�P�G���I�P�N�F���B�O�E���G�P�S�F�J�H�O���p�S�N�T���B�S�F����S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�M�Z���

 

(1− ρ)s!L
n+ !n

= kaX = !aD − k( !aX − !aD ) ��� ��
 

(1 ! " )sL
n+ !n

= k!aX = aD ! k(aX ! aD ) ������� �	�����


�X�I�F�S�F��k(aX − aD ) �J�T���O�F�U���Q�S�P�p�U���G�S�P�N���F�Y�Q�P�S�U����G�P�S���I�P�N�F���p�S�N�T���X�J�U�I��aD ��

�� �'�S�F�F���F�O�U�S�Z���D�P�O�E�J�U�J�P�O�T���G�P�S���p�S�N�T���J�O���I�P�N�F���B�O�E���G�P�S�F�J�H�O���D�P�V�O�U�S�J�F�T���B�S�F���X�S�J�U�U�F�O��

�S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�M�Z���U�P���C�F

����



��
fE = (1+ k) G

0

aD

! (a)da

=Q(aD ,aD;k)
�����

 

fE = (1+ k) G
0

!aD

! (a)da

=Q( !aD , !aD;k)
������ �� �� ���	�����


�'�S�P�N���&�R�T�����	�����
������C�F�U�X�F�F�O��aX �B�O�E��aD ����U�I�F�S�F���J�T���B���S�F�M�B�U�J�P�O���P�G�� aX = aD(1+ k) / k ⋅ !L / (L + !L)

�B�O�E���B���T�J�N�J�M�B�S���S�F�M�B�U�J�P�O���I�P�M�E�T���C�F�U�X�F�F�O�� !aX �B�O�E�� !aD ����B�O�E���B�T���G�S�P�N���&�R�T���	�����
��aD �B�O�E�� !aD

�U�B�L�F���U�I�F���T�B�N�F���W�B�M�V�F�� aD = !aD ����5�I�V�T���aX �B�O�E�� !aX �I�B�T���B���S�F�M�B�U�J�P�O���P�G�� aX / aX = L / L <1 �����5�I�F��

�O�F�Y�U���1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O�������B�O�E���-�F�N�N�B�������I�P�M�E��

�1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O����

���8�I�F�O���B�M�M���p�S�N�T���F�O�H�B�H�F���J�O���F�Y�Q�P�S�U����F�W�F�O���J�G���U�X�P���p�S�N�T���J�O���M�B�S�H�F���B�O�E���T�N�B�M�M���D�P�V�O�U�S�J�F�T��

�S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�M�Z���I�B�W�F���U�I�F���T�B�N�F���p�Y�F�E���D�P�T�U��a ����p�S�N�T���J�O���B���T�N�B�M�M���D�P�V�O�U�S�Z���H�B�J�O�T���M�B�S�H�F�S��

�Q�S�P�p�U���G�S�P�N���F�Y�Q�P�S�U���U�I�B�O���U�I�P�T�F���J�O���M�B�S�H�F���D�P�V�O�U�S�Z����U�I�B�U���J�T�� k( aX − a) > k(aX − a) ��

�-�F�N�N�B����

 k < !L / L �I�B�T���U�P���C�F���T�B�U�J�T�p�F�E���G�P�S���U�I�F���D�B�T�F���P�G��aD < aX ���B�O�E�� aD < aX ������

�5�I�J�T���M�F�N�N�B���D�P�N�F�T���G�S�P�N���U�I�F���G�B�D�U���U�I�B�U��aD < aX �	 !aD < !aX �
���I�P�M�E�T���X�I�F�O�� k < !L / L

�	 k < L / !L �
����B�O�E�� L > L ��

����

���� ���$�M�B�T�T�J�p�D�B�U�J�P�O���E�F�Q�F�O�E�J�O�H���P�O���&�R�T�����	�����
���B�S�F���V�O�C�J�O�E�J�O�H���P�S���O�P�U���J�T���O�P�U���O�F�D�F�T�T�B�S�Z���B�T���U�I�F�Z���B�S�F���U�I�F��

�T�B�N�F���F�R�V�B�U�J�P�O�T�����'�P�S���B�O�B�M�Z�T�J�T���J�O���N�P�S�F���E�F�U�B�J�M����X�I�J�D�I���J�O�D�M�V�E�F���B�O�B�M�Z�T�J�T���P�G���H�B�J�O�T���G�S�P�N���U�S�B�E�F����J�O���U�I�F��

�D�B�T�F���P�G��aD < aX ���B�O�E�� !aD < !aX ����T�F�F���.�J�[�V�U�B���	���������




�����D�����5�I�F���D�B�T�F���P�G��aX < aD ���B�O�E�� aD < aX

�� �*�O���U�I�J�T���T�V�C�T�F�D�U�J�P�O����U�I�F���D�B�T�F���U�I�B�U���C�F�B�D�I�I�F�B�E���D�P�T�U��k �J�T���B�T�T�V�N�F�E���U�P���C�F���T�P���M�P�X��

�U�I�B�U���B�M�M���p�S�N�T���J�O���P�O�F���D�P�V�O�U�S�Z���F�O�H�B�H�F�T���J�O���U�S�B�E�F����C�V�U���I�J�H�I���F�O�P�V�H�I���B�T���T�P�N�F���p�S�N�T���J�O��

�B�O�P�U�I�F�S���D�P�V�O�U�S�Z���S�F�G�S�B�J�O���G�S�P�N���F�Y�Q�P�S�U�������5�X�P���D�B�T�F�T���U�I�B�U��aX < aD ���B�O�E�� !aD < !aX �B�O�E���U�I�B�U����

aD < aX �B�O�E�� aX < aD ���B�S�F���F�Y�Q�M�B�J�O�F�E���I�F�S�F�����*���C�F�H�J�O���U�I�J�T���T�V�C�T�F�D�U�J�P�O���X�J�U�I���U�I�F���F�Y�B�N�Q�M�F��

�U�I�B�U���U�I�F���M�B�U�U�F�S���D�B�T�F���E�P�F�T���O�P�U���P�D�D�V�S��

�� �6�T�J�O�H���Q�S�P�P�G���P�G���D�P�O�U�S�B�E�J�D�U�J�P�O����B�T�T�V�N�F���U�I�B�U��aD < aX �B�O�E�� !aX < !aD �I�P�M�E�����;�F�S�P��

�Q�S�P�p�U���D�P�O�E�J�U�J�P�O�T���B�S�F���X�S�J�U�U�F�O���B�T

��
 

(1− ρ)s!L
n+ !n

= kaX = !aD ���	�����B�
���
 

(1! " )sL
n+ !nG( !aX ) / G( !aD )

= aD !
(1! " )s!L

n+ !n
! kaD

#

$%
&

'(
= k!aX �����	�����C�


�'�S�P�N���&�R�T�����	�����
���aD < aX �B�O�E�� !aX < !aD �B�S�F���D�B�M�D�V�M�B�U�F�E���S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�M�Z���B�T

� � � �
 
1>

!L
L

>
!L(n+ !nG( !aX ) / G( !aD ))

L(n+ !n)
> k ���B�O�E��

 
1<

L
!L

<
L
!L

n+ !n
n+ !nG( !aX ) / G( !aD )

< k ����X�I�J�D�I��

�D�P�O�U�S�B�E�J�D�U���F�B�D�I���P�U�I�F�S�����5�I�V�T����U�I�F���D�B�T�F���U�I�B�U��aD < aX �B�O�E�� !aX < !aD �E�P�F�T���O�P�U���P�D�D�V�S��

�1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O����

�8�I�F�O���U�I�F�S�F���B�S�F���O�P�O���F�Y�Q�P�S�U�J�O�H���p�S�N�T���J�O���B���T�N�B�M�M���D�P�V�O�U�S�Z����J�U���J�T���O�P�U���Q�P�T�T�J�C�M�F���U�I�B�U���B�M�M��

�p�S�N�T���J�O���B���M�B�S�H�F���D�P�V�O�U�S�Z���F�O�H�B�H�F���J�O���F�Y�Q�P�S�U��

����



�� �/�F�Y�U����*���F�Y�Q�M�B�J�O���U�I�F���D�B�T�F���P�G��aX < aD ���B�O�E�� aD < aX ����B�O�E���T�I�P�X���U�I�B�U���O�P���p�S�N���D�B�O��

�P�Q�F�S�B�U�F���J�O���G�P�S�F�J�H�O���D�P�V�O�U�S�Z���� n = 0 ��

�� �;�F�S�P���Q�S�P�p�U���D�P�O�E�J�U�J�P�O�T���B�S�F

��
 

(1− ρ)s!L
nG(aX ) /G(aD )+ !n

= kaX = !aD − k( !aX − !aD ) �	�����B�
�����
 

(1! " )sL
n+ !n

= k!aX = aD ���	�����C�
����

�'�S�P�N���&�R�T�����	�����
��� aD �J�T���F�Y�Q�S�F�T�T�F�E���B�T���B���X�F�J�H�I�U�F�E���B�W�F�S�B�H�F���P�G��aX �B�O�E��aD �

� � � � � �
 
!aD =

1
1+ k

aD +
k

1+ k
aX ���� �� �� �� �� �� �	�����


�'�S�F�F���F�O�U�S�Z���D�P�O�E�J�U�J�P�O�T���P�G���I�P�N�F���p�S�N�T���J�T���X�S�J�U�U�F�O���U�P���C�F����

fE = G
0

aD

! (a)da+ k G
0

aX

! (a)da= Q(aX,aD;k) ������� �� �� �� �� �	�����


�5�I�F�O����F�Y�Q�F�D�U�F�E���Q�S�P�p�U���P�G���G�P�S�F�J�H�O���p�S�N�T��
 
(1+ k) G( !a)d !a

0

!aD

! ���J�T���M�F�T�T���U�I�B�O���F�Y�Q�F�D�U�F�E���Q�S�P�p�U��

�P�G���U�I�F���I�P�N�F���D�P�V�O�U�S�Z��G
0

aD

! (a)da+ k G
0

aX

! (a)da ���G�S�P�N���&�R���	�����
���B�O�E���U�I�F���G�B�D�U���U�I�B�U��

G(a)da
0

t

! ���J�T���B���T�U�S�J�D�U�M�Z���D�P�O�W�F�Y���G�V�O�D�U�J�P�O���P�G��t ���X�I�F�O���E�F�O�T�J�U�Z���G�V�O�D�U�J�P�O��g(a) �J�T���Q�P�T�J�U�J�W�F��

�B�U���B�O�Z��a ����X�I�J�D�I���*���B�T�T�V�N�F���J�O���U�I�J�T���Q�B�Q�F�S�����5�I�V�T����G�P�S���G�P�S�F�J�H�O���p�S�N�T����F�Y�Q�F�D�U�F�E���Q�S�P�p�U��

�E�P�F�T���O�P�U���B�U�U�B�J�O���U�I�F���F�O�U�S�Z���D�P�T�U����T�P���U�I�B�U���U�I�F�Z���E�P���O�P�U���F�O�U�F�S���U�I�F���N�B�S�L�F�U���U�I�S�P�V�H�I��

�E�S�B�X�J�O�H���B�O���J�O�E�F�Y���P�G���p�Y�F�E���D�P�T�U��a ���J�O���B���M�P�U�U�F�S�Z�����"�T�T�V�N�J�O�H���U�I�B�U���B�M�M���p�S�N�T���H�P���P�V�U���P�G��

����



�C�V�T�J�O�F�T�T���B�U���U�I�F���F�O�E���P�G���B���Q�F�S�J�P�E����H�P�P�E�T���B�S�F���O�P�U���Q�S�P�E�V�D�F�E���J�O���U�I�F���G�P�S�F�J�H�O���D�P�V�O�U�S�Z���

�T�P���U�I�B�U�� !n = 0 ������

�� �1�M�V�H�H�J�O�H�� !n = 0 �J�O�U�P���&�R�T�����	�����
����O�F�Y�U���F�R�V�B�U�J�P�O�T���B�S�F���P�C�U�B�J�O�F�E���

��
 

(1! " )s!L
nG(aX ) / G(aD )

= kaX = !aD ! k( !aX ! !aD ) ���
 

(1! " )sL
n

= k!aX = aD ��� �� �	�����


���� ��
 

G(aD )
G(aX )

aD

aX

= k
L
!L

������ �� �� �� �� �� �� �	�����


�6�T�J�O�H���U�I�F�T�F���F�R�V�B�U�J�P�O�T����G�P�S��aX < aD �B�O�E�� !aD < !aX �U�P���I�P�M�E�

������ ��  k > !L / L ���	�����B�
���
 

G(aD )
G(aX )

<
1
k

L
L

���	�����C�


�I�B�W�F���U�P���I�P�M�E���S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�M�Z�������� ��

�� ���*���D�P�O�T�J�E�F�S���U�I�F���S�B�O�H�F���P�G��k �X�I�J�D�I���T�B�U�J�T�p�F�T���*�O�F�R�����	�����C�
�������'�P�M�M�P�X�J�O�H���M�F�N�N�B���D�B�O��

�C�F���V�T�F�E��

�-�F�N�N�B����

�5�I�F�S�F���J�T�����B���V�O�J�R�V�F���W�B�M�V�F��k** �T�V�D�I���B�T����
 

G(aD )
G(aX )

=
1

k**
L
L

���I�P�M�E�T���B�U��aX �B�O�E��aD ���T�B�U�J�T�G�Z�J�O�H��

�&�R�T�����	�����
���B�O�E���	�����
����B�O�E��k** �J�T���J�O���C�F�U�X�F�F�O�������B�O�E��k* ��

����

���� ���5�I�J�T���B�T�T�V�N�Q�U�J�P�O���X�B�T���V�T�F�E���J�O���)�F�M�Q�N�B�O����.�F�M�J�U�[����B�O�E���:�F�B�Q�M�F���	���������
����B�O�E���'�B�M�W�F�Z����(�S�F�F�O�B�X�B�Z���B�O�E��

�:�V���	���������
��

���� ���4�F�F���"�Q�Q�F�O�E�J�Y�����������G�P�S���U�I�F���Q�S�P�P�G���P�G���&�R�����	�����C�
��



�� �'�S�P�N���U�I�J�T���M�F�N�N�B����U�I�F���S�B�O�H�F���P�G��k �X�I�J�D�I���T�B�U�J�T�p�F�T���*�O�F�R�����	�����C�
���J�T����k < k** ��

�� �5�I�J�T���M�F�N�N�B���J�T���Q�S�P�W�F�E���V�T�J�O�H���-�F�N�N�B������������B�O�E�������B�T���G�P�M�M�P�X�T�����'�J�S�T�U����B�U��k = k* ���

�U�I�F���W�B�M�V�F���P�G��G(aD ) /G(aX ) �B�U��aD �B�O�E��aX �T�B�U�J�T�G�Z�J�O�H���&�R�T���	�����
���B�O�E���	�����
���J�T���F�R�V�B�M���U�P��

G(aD ) / G(aX ) ���B�U��aD �B�O�E��aX �T�B�U�J�T�G�Z�J�O�H���&�R�T���	���
���B�O�E���	���
���G�S�P�N���-�F�N�N�B��������T�P���G�S�P�N��

�-�F�N�N�B��������U�I�F���W�B�M�V�F���P�G��G(aD ) / G(aX ) �B�U��aD �B�O�E��aX �T�B�U�J�T�G�Z�J�O�H���&�R�T���	�����
���B�O�E���	�����
��

�C�F�D�P�N�F�T�� L / !L �������0�O���U�I�F���P�U�I�F�S���I�B�O�E����U�I�F���W�B�M�V�F���P�G��G(aD ) /G(aX ) �E�F�U�F�S�N�J�O�F�E���C�Z���&�R�T��

�	�����
���B�O�E���	�����
���J�T���B�O���J�O�D�S�F�B�T�J�O�H���G�V�O�D�U�J�P�O���P�G��k ���B�T

 

d
dk

G(aD )
G(aX )

=
g(aD )G(aX )

2 Lk adg
0

aX∫ + L G(a)da+ LG(aX )aX0

aX∫{ }
G(aX )

2 > 0 ���� �	�����


�"�T��k* >1 �I�P�M�E�T���G�S�P�N���-�F�N�N�B��������U�I�F���W�B�M�V�F��G(aD ) /G(aX ) �E�F�U�F�S�N�J�O�F�E���C�Z���&�R�T���	�����
���B�O�E��

�	�����
���J�T���M�F�T�T���U�I�B�O�� L / !L �B�U��k =1 ����

��  L / k !L ���U�B�L�F�T�� L / !L ���B�U��k =1 �B�O�E���E�F�D�S�F�B�T�F�T���B�T��k �J�O�D�S�F�B�T�F�T�����5�I�V�T���k** �T�V�D�I���U�I�B�U��

 G(aD ) /G(aX ) = L / k** !L ���I�P�M�E�T���B�U��aD �B�O�E��aX ���X�I�J�D�I���T�B�U�J�T�p�F�T���&�R�����	�����
���B�O�E���	�����
����F�Y�J�T�U�T��

�V�O�J�R�V�F�M�Z����C�F�U�X�F�F�O�������B�O�E��k* ��

�"�O�E����B�U���U�I�F���W�B�M�V�F���P�G��k < k** ����*�O�F�R�����	�����C�
���J�T���T�B�U�J�T�p�F�E��

���� �$�P�O�D�M�V�E�J�O�H���S�F�N�B�S�L�T��

����



�*�O���U�I�J�T���Q�B�Q�F�S����*���T�I�P�X���U�I�B�U���U�I�F���O�F�Y�U���S�F�M�B�U�J�P�O���I�P�M�E�T���C�F�U�X�F�F�O��k �B�O�E���Q�B�U�U�F�S�O�T���P�G��

�T�Q�F�D�J�B�M�J�T�B�U�J�P�O��

�� �"�U�� k < L / L ���aD < aX �B�O�E�� aD < aX ���	�����C�


�� �"�U�� k ∈( !L / L,k** ) ���aX < aD ��� !aD < !aX �B�O�E�� n = 0 �����	�����D�


�� �"�U��k∈(k**,k*) ���aX < aD ��� !aX < !aD �B�O�E�� n = 0 �����	�����B���J�J�


�� �"�U��k ! (k* ,+" ) ���aX < aD ��� aX < aD �B�O�E��n > 0 �B�O�E�� n > 0 �����	�����B���J�


�� �"�U���B�O���J�O�U�F�S�N�F�E�J�B�U�F���W�B�M�V�F�� k ! ( !L / L,k*) ���U�I�F�S�F���B�S�F���O�P���p�S�N�T���J�O���B���T�N�B�M�M���D�P�V�O�U�S�Z��

�*�O���U�I�F�T�F���D�P�O�D�M�V�E�J�O�H���S�F�N�B�S�L�T����*���X�J�M�M���D�P�N�Q�B�S�F���U�I�J�T���S�F�T�V�M�U�T���X�J�U�I���U�I�B�U���P�G���N�Z���Q�S�F�W�J�P�V�T��

�Q�B�Q�F�S���	�.�J�[�V�U�B�����������
���X�I�J�D�I���E�F�B�M�T���X�J�U�I���T�Q�F�D�J�B�M�J�T�B�U�J�P�O���J�O���U�I�F���N�P�E�F�M���X�J�U�I���B���T�J�O�H�M�F��

�I�P�N�P�H�F�O�F�P�V�T���H�P�P�E���C�V�U���X�J�U�I���J�D�F�C�F�S�H���U�Z�Q�F���U�S�B�E�F���D�P�T�U������ ���*�G���U�I�F���T�B�M�F�T���P�G���p�S�N�T���B�S�F��

�M�F�T�T���U�I�B�O���U�I�B�U���X�I�J�D�I���B�U�U�B�J�O�T���[�F�S�P���Q�S�P�p�U����B�M�M���p�S�N�T���H�F�U���P�V�U���P�G���C�V�T�J�O�F�T�T���F�W�F�O���J�O��

�U�S�B�E�J�U�J�P�O�B�M���N�P�E�F�M�����*�O���T�F�D�U�J�P�O����������'�J�H���������B�O�E��������P�G���N�Z���Q�S�F�W�J�P�V�T���Q�B�Q�F�S����D�B�T�F�T���X�I�F�S�F��

�B���T�N�B�M�M���D�P�V�O�U�S�Z���Q�S�P�E�V�D�F�T���O�P���N�B�O�V�G�B�D�U�V�S�F�E���H�P�P�E�T���B�S�F���F�Y�B�N�J�O�F�E��

�� �"���S�F�T�V�M�U���P�G���'�J�H���������J�T���U�I�J�T�����8�I�F�O���U�I�F���F�Y�Q�F�O�E�J�U�V�S�F���T�I�B�S�F���P�O���N�B�O�V�G�B�D�U�V�S�F�E��

�H�P�P�E�T���s ����J�T���T�N�B�M�M�F�S���U�I�B�O���B���I�B�M�G����B�T���G�S�F�F�O�F�T�T��! ���J�O�D�S�F�B�T�F�T����U�I�B�U���J�T���J�D�F�C�F�S�H��

�U�S�B�O�T�Q�P�S�U���D�P�T�U���E�F�D�S�F�B�T�F�T����D�I�B�O�H�F�T���P�G���Q�B�U�U�F�S�O���P�G���T�Q�F�D�J�B�M�J�T�B�U�J�P�O���J�T���G�S�P�N���U�I�F�S�F��

�C�F�J�O�H���p�S�N�T���J�O���C�P�U�I���D�P�V�O�U�S�J�F�T���U�P���B���T�N�B�M�M���D�P�V�O�U�S�Z���M�P�T�J�O�H���B�M�M���p�S�N�T��

�� �"�O�E����S�F�T�V�M�U�T���P�G���'�J�H���������B�S�F���B�T���G�P�M�M�P�X�T�����8�I�F�O��s �J�T���M�B�S�H�F�S���U�I�B�O���B���I�B�M�G����B�O�E���B��

�S�F�M�B�U�J�W�F���T�D�B�M�F���P�G���I�P�N�F���D�P�V�O�U�S�Z��! ���J�T���M�B�S�H�F�S���U�I�B�O���U�I�F���W�B�M�V�F���P�G��s ����D�I�B�O�H�F�T���P�G��

�Q�B�U�U�F�S�O���P�G���T�Q�F�D�J�B�M�J�T�B�U�J�P�O���J�T���U�I�F���T�B�N�F���P�O�F���B�T���*���F�Y�Q�M�B�J�O�F�E���B�C�P�W�F����C�V�U���X�I�F�O��γ �J�T��

����

���� ���5�I�J�T���J�T���B���D�P�S�F���N�P�E�F�M���J�O���U�S�B�E�J�U�J�P�O�B�M���U�S�B�E�F���N�P�E�F�M���X�J�U�I���X�I�J�D�I���)�F�M�Q�N�B�O���B�O�E���,�S�V�H�N�B�O���	���������
��

�E�F�N�P�O�T�U�S�B�U�F�E���I�P�N�F���N�B�S�L�F�U���F$Ž�F�D�U����J�O���4�F�D�U�J�P�O�����������P�G���U�I�F�J�S���C�P�P�L��



�C�F�U�X�F�F�O��s �B�O�E��! * �X�I�J�D�I���J�T���M�F�T�T���U�I�B�O��s ����B�T���J�D�F�C�F�S�H���U�S�B�O�T�Q�P�S�U���D�P�T�U���J�T���M�P�X�F�S�F�E����p�S�N�T��

�H�P���P�V�U���P�G���C�V�T�J�O�F�T�T���B�U���P�O�F���Q�P�J�O�U����B�O�E���M�B�U�F�S����X�I�F�O���U�I�F���U�S�B�O�T�Q�P�S�U���D�P�T�U���C�F�D�P�N�F�T��

�F�O�P�V�H�I���T�N�B�M�M����J�U���C�F�H�J�O���J�U�T���P�Q�F�S�B�U�J�P�O���B�H�B�J�O�����"�O�E����X�I�F�O��γ �J�T���T�N�B�M�M���U�I�B�O��! * ����J�O���C�P�U�I��

�D�P�V�O�U�S�J�F�T����p�S�N�T���S�F�N�B�J�O�T���J�O���P�Q�F�S�B�U�J�P�O���B�U���B�O�Z���M�F�W�F�M���P�G���U�S�B�O�T�Q�P�S�U���D�P�T�U��

�� ���5�I�F���Q�I�F�O�P�N�F�O�P�O���U�I�B�U���J�O���U�I�F���N�J�E�E�M�F���S�B�O�H�F���P�G���U�S�B�O�T�Q�P�S�U���D�P�T�U����p�S�N�T���J�O���B��

�T�N�B�M�M���D�P�V�O�U�S�Z���H�P���P�V�U���P�G���C�V�T�J�O�F�T�T���J�T���D�P�N�N�P�O���C�F�U�X�F�F�O���U�I�F���U�S�B�E�J�U�J�P�O�B�M���U�S�B�E�F���N�P�E�F�M��
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�4�V�C�T�V�C�T�F�D���������B���J��

aX ���X�I�J�D�I���T�B�U�J�T�p�F�T��G(a)
0

kaX

! da+ k G(a)
0

kaX

! da= fE ����I�B�T���U�I�F���O�F�Y�U���Q�S�P�Q�F�S�U�J�F�T
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�"�T��k ! +" ���aX ! +0 ����C�
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Eq. (11b): Foreign

Eq. (11a): Home
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aD = kaX
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Eq. (14a) Home

Eq. (14b) Foreign

Eq. (16)

Figure 2 home country cannot lose firms
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Figure 1: In foreign country, expected profit

 is less than entry cost (when k < k* )


